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Лекция №6 



Амплитуда (𝜉) двойная 

амплитуда 
длина () 

cT

скорость 

период 

подошва 

гребень 

Волны – процесс распространения колебаний 

в пространстве 

[Школьный учебник физики] 



Математические подходы 

I. Алгебраические уравнения 

𝒂𝒙𝟐 + 𝒃𝒙 + 𝒄 = 𝟎 

𝒙𝟏,𝟐 =
−𝒃 ± 𝒃𝟐 − 𝟒𝒂𝒄

𝟐𝒂
 

Уравнение: 

Его решение: 

ищем числовое значение переменной x 



Математические подходы 

II. Дифференциальные уравнения 

Уравнение: 

Его решение: 

ищем функцию x (t) – зависимость 

координаты грузика от времени  

𝒅𝟐𝒙(𝒕)

𝒅𝒕𝟐
+
𝒌

𝒎
𝒙 𝒕 = 𝟎 

𝒙 𝒕 = 𝒂 𝒔𝒊𝒏(
𝒌

𝒎
𝒕 + 𝝋𝟎) 



H 

0 

z 
x 

η(x, t) 

ξ(x, t) 

Простейшая задача о генерации цунами 



Математические подходы 

III. Дифференциальные уравнения в частных производных 

ищем функцию от двух переменных 𝝃(x, t) – зависимость 

смещения поверхности воды от координаты и времени  

Уравнение: 

𝜕𝟐𝝃(𝒙, 𝒕)

𝜕𝒕𝟐
− 𝒈𝑯

𝜕𝟐𝝃(𝒙, 𝒕)

𝜕𝒙𝟐
=
𝜕𝟐𝜼(𝒙, 𝒕)

𝜕𝒕𝟐
 



Математические подходы 

Дифференциальные уравнения в частных производных 

ищем функцию от двух переменных 𝝃(x, t) – зависимость 

смещения поверхности воды от координаты и времени  

Его решение: 

𝝃 𝒙, 𝒕 =
𝟏

𝟐 𝒈𝑯
  

𝝏𝟐𝜼(𝒙, 𝒕)

𝝏𝒕𝟐

𝒙+ 𝒈𝑯(𝒕−𝒕 )

𝒙− 𝒈𝑯(𝒕−𝒕 )

𝒕

𝟎

𝒅𝒙  𝒅𝒕  

При 𝒕 = 𝟎:  𝝃 = 𝟎,
𝝏𝝃

𝝏𝒕
= 𝟎 



𝜼(𝒙, 𝒕) = прямоугольная подвижка дна с 

остаточным смещением 

Время деформации дна - 20 с 

Визуализация решения 



Математические подходы 

IV. Система дифференциальных уравнений в частных 

производных 

(x, z)  

𝒗(𝒙, 𝒛, 𝒕)  

𝒑(𝒙, 𝒛, 𝒕)  

ищем несколько неизвестных функций от нескольких переменных: 𝝃(x, t), 

𝒑(x, z t), 𝒗 𝒙, 𝒛, 𝒕  – зависимости смещения поверхности воды, давления и 

скорости течения во всех точках от координат и времени  



Математические подходы 

IV. Система дифференциальных уравнений в частных 

производных 
ищем несколько неизвестных функций от нескольких переменных: 𝝃(x, t), 

𝒑(x, z t), 𝒗 𝒙, 𝒛, 𝒕  – зависимости смещения поверхности воды, давления и 

скорости течения во всех точках от координат и времени  

𝜕𝒗𝒙
𝜕𝒕

= −
𝟏

𝝆

𝝏𝒑

𝝏𝒙
 

𝜕𝒗𝒛
𝜕𝒕

= −
𝟏

𝝆

𝝏𝒑

𝝏𝒙
− 𝐠 

𝒛 = 𝟎: 
𝜕𝝃

𝜕𝒕
= 𝒗𝒛, 𝒑 = 𝒑атм 

𝒛 = −𝑯: 𝒗𝒛 =
𝜕𝜼

𝜕𝒕
 

𝒑(𝒙, 𝒛, 𝒕)  

𝒗(𝒙, 𝒛, 𝒕)  𝜕𝝆

𝜕𝒕
+
𝝏(𝝆𝒗𝒙)

𝝏𝒙
+
𝝏(𝝆𝒗𝒛)

𝝏𝒛
= 𝟎 



Математические подходы 

IV. Система дифференциальных уравнений в частных 

производных 
ищем несколько неизвестных функций от нескольких переменных: 𝝃(x, t), 

𝒑(x, z t), 𝒗 𝒙, 𝒛, 𝒕  – зависимости смещения поверхности воды, давления и 

скорости течения во всех точках от координат и времени  

𝜕𝒗𝒙
𝜕𝒕

= −
𝟏

𝝆

𝝏𝒑

𝝏𝒙
 

𝜕𝒗𝒛
𝜕𝒕

= −
𝟏

𝝆

𝝏𝒑

𝝏𝒙
− 𝐠 

𝒛 = 𝟎: 
𝜕𝝃

𝜕𝒕
= 𝒗𝒛, 𝒑 = 𝒑атм 

𝒛 = −𝑯: 𝒗𝒛 =
𝜕𝜼

𝜕𝒕
 

Если считать жидкость несжимаемой и 

невязкой, Землю невращающейся, а волны – 

маленькими, то все неизвестные функции 

можно выразить через одну – потенциал 

течения  𝑭(𝒙, 𝒛, 𝒕)!!! 

𝜕𝝆

𝜕𝒕
+
𝝏(𝝆𝒗𝒙)

𝝏𝒙
+
𝝏(𝝆𝒗𝒛)

𝝏𝒛
= 𝟎 

𝒗𝒙 =
𝝏𝑭

𝝏𝒙
 𝒗𝒛 =

𝝏𝑭

𝝏𝒛
 

𝝃 = −
𝟏

𝒈

𝝏𝑭

𝝏𝒕
 𝒑 = −𝝆

𝝏𝑭

𝝏𝒕
 



Математические подходы 

IV. Система дифференциальных уравнений в частных 

производных 
ищем несколько неизвестных функций от нескольких переменных: 𝝃(x, t), 

𝒑(x, z t), 𝒗 𝒙, 𝒛, 𝒕  – зависимости смещения поверхности воды, давления и 

скорости течения во всех точках от координат и времени  

𝒛 = 𝟎: 
𝟏

𝒈

𝜕𝟐𝑭

𝜕𝒕𝟐
+
𝝏𝑭

𝝏𝒛
= 𝟎 

𝒛 = −𝑯: 
𝝏𝑭

𝝏𝒛
=
𝜕𝜼

𝜕𝒕
 

Если считать жидкость несжимаемой и 

невязкой, Землю невращающейся, а волны – 

маленькими, то все неизвестные функции 

можно выразить через одну – потенциал 

течения  𝑭(𝒙, 𝒛, 𝒕)!!! 

𝝏𝟐𝑭

𝝏𝒙𝟐
+
𝝏𝟐𝑭

𝝏𝒛𝟐
= 𝟎 

𝒗𝒙 =
𝝏𝑭

𝝏𝒙
 𝒗𝒛 =

𝝏𝑭

𝝏𝒛
 

𝝃 = −
𝟏

𝒈

𝝏𝑭

𝝏𝒕
 𝒑 = −𝝆

𝝏𝑭

𝝏𝒕
 



Математические подходы 

IV. Система дифференциальных уравнений в частных 

производных 
ищем несколько неизвестных функций от нескольких переменных: 𝝃(x, t), 

𝒑(x, z t), 𝒗 𝒙, 𝒛, 𝒕  – зависимости смещения поверхности воды, давления и 

скорости течения во всех точках от координат и времени  

Решение системы: 
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𝜼(𝒙, 𝒕) = прямоугольная подвижка дна с остаточным смещением 

Время деформации дна - 10 с 

Визуализация решения 

Горизонтальная протяженность подвижки – 60 км 

При больших размерах источника теория длинных волн и 

потенциальная теория дают близкий результат 



Сглаживающий эффект 

водного слоя открыт и 

подробно исследован 

Каджиурой. Исследование 

опубликовано в 1963 году. 

[Kajiura K. The leading wave of 

a tsunami //  

Bulletin of the Earthquake 

Research Institute.  

1963. V. 41. N 3. P. 535–571] 



Математические подходы 

IV. Система дифференциальных уравнений в частных 

производных 
ищем несколько неизвестных функций от нескольких переменных: 𝝃(x, t), 

𝒑(x, z t), 𝒗 𝒙, 𝒛, 𝒕  – зависимости смещения поверхности воды, давления и 

скорости течения во всех точках от координат и времени  

Решение системы: 
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𝝏𝟐𝑭

𝝏𝒙𝟐
+
𝝏𝟐𝑭

𝝏𝒛𝟐
= 𝟎 

𝒛 = 𝟎: 
𝟏

𝒈

𝜕𝟐𝑭

𝜕𝒕𝟐
+
𝝏𝑭

𝝏𝒛
= 𝟎 

𝒛 = −𝑯: 
𝝏𝑭

𝝏𝒛
=
𝜕𝜼

𝜕𝒕
 

Система: 

𝒗𝒙 =
𝝏𝑭

𝝏𝒙
 𝒗𝒛 =

𝝏𝑭

𝝏𝒛
 

𝝃 = −
𝟏

𝒈

𝝏𝑭

𝝏𝒕
 𝒑 = −𝝆

𝝏𝑭

𝝏𝒕
 



Математические подходы 

V. Численные методы (для реальных событий) 

В реальности: дно океана не плоское, а деформация дна не прямоугольная! 

Поэтому невозможно получить решение системы в виде формулы. На 

помощь приходят численные методы. Но система остается прежней! 

Решение системы: 
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𝝏𝟐𝑭

𝝏𝒙𝟐
+
𝝏𝟐𝑭

𝝏𝒛𝟐
= 𝟎 

𝒛 = 𝟎: 
𝟏

𝒈

𝜕𝟐𝑭

𝜕𝒕𝟐
+
𝝏𝑭

𝝏𝒛
= 𝟎 

𝒛 = −𝑯: 
𝝏𝑭

𝝏𝒛
=
𝜕𝜼

𝜕𝒕
 

Система: 

𝒗𝒙 =
𝝏𝑭

𝝏𝒙
 𝒗𝒛 =

𝝏𝑭

𝝏𝒛
 

𝝃 = −
𝟏

𝒈

𝝏𝑭

𝝏𝒕
 𝒑 = −𝝆

𝝏𝑭

𝝏𝒕
 

численные методы 



Пример применения численных методов для расчета 

начального возвышения океана в очаге цунами 

Тохоку 11.03.2011 (Япония)  



Пример применения численных методов для расчета 

начального возвышения океана в очаге цунами 

Тохоку 11.03.2011 (Япония)  



Базовые свойства волн 

- Дисперсия 

- Рефракция (преломление) 

- Дифракция (огибание 

препятствий) 
 



Базовые свойства волн 

- Дисперсия 

- Рефракция (преломление) 

- Дифракция (огибание 

препятствий) 
 



Дисперсия – зависимость 

скорости волны от ее длины 
 

Нормальная дисперсия – длинные волны 

бегут быстрее коротких 

Аномальная дисперсия – короткие волны 

бегут быстрее длинных 



Эволюция начального возвышения в среде 

без дисперсии (длинные волны) 



Эволюция начального возвышения в среде 

с нормальной дисперсией 



𝜼(𝒙, 𝒕) = прямоугольная подвижка дна с 

остаточным смещением 

Время деформации дна - 10 с 

Визуализация решения 





DART21418 



Дисперсионная фокусировка (усиление) – 

один из возможных механизмов 

формирования волн-убийц 



Базовые свойства волн 

- Дисперсия 

- Рефракция (преломление) 

- Дифракция (огибание 

препятствий) 
 



H≈4 км 

𝜆 =100 - 1000 км 𝝃~1м 

А я не вижу 

никакой 

волны!!! 

gHc  ≈200 м/с ≈720 км/ч 

Смотри, 

волна 

цунами!

! 



Рефракция (преломление) – 

зависимость скорости 

распространения волны от глубины 

океана 

Благодаря рефракции гребни волн всегда 

выходят на берег параллельно береговой 

линии!!! 



Закон Снеллиуса 
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Закон Снеллиуса 
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)z(c

)z(sin



с(z) 
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1
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Рефракция 

Рефракция – изменение 

направления волновых 

лучей в среде с (плавно) 

изменяющейся в 

пространстве скоростью  
z 

Свойственна  

НЕ только 

световым 

лучам! 



Полное внутреннее отражение 

n1 

n2 

1 1 

с1 

с2 

12 cc 

12 nn 



z 

0
dz

dc


Полное внутреннее отражение 

отражение лучей от 

высокоскоростных областей 



Ход волновых лучей над подводной 

возвышенностью 



Ход волновых лучей над подводной 

возвышенностью 



Ход волновых лучей над подводной депрессией 



Ход волновых лучей над подводной депрессией 



Ход волновых лучей вблизи глубоководного 

желоба 



Ход волновых лучей вблизи подводного хребта 



Ход 

волновых 

лучей вблизи 

подводного 

хребта 



Тохоку 

11.03.2011 



Центральные 

Курилы 

15.11.2006  



Базовые свойства волн 

- Дисперсия 

- Рефракция (преломление) 

- Дифракция (огибание 

препятствий) 
 





Генерация волн 

неоднородностями 

атмосферного 

давления 

(метеоцунами) 



Математические подходы 

III. Дифференциальные уравнения в частных производных 

ищем функцию от двух переменных 𝝃(x, t) – зависимость 

смещения поверхности воды от координаты и времени  

Уравнение: 

𝜕𝟐𝝃(𝒙, 𝒕)

𝜕𝒕𝟐
− 𝒈𝑯

𝜕𝟐𝝃 𝒙, 𝒕

𝜕𝒙𝟐
=
𝜕𝟐𝜼 𝒙, 𝒕

𝜕𝒕𝟐
 



Математические подходы 

III. Дифференциальные уравнения в частных производных 

ищем функцию от двух переменных 𝝃(x, t) – зависимость 

смещения поверхности воды от координаты и времени  

Уравнение: 

𝜕𝟐𝝃(𝒙, 𝒕)

𝜕𝒕𝟐
− 𝒈𝑯

𝜕𝟐𝝃 𝒙, 𝒕

𝜕𝒙𝟐
=
𝜕𝟐𝜼 𝒙, 𝒕

𝜕𝒕𝟐
=
𝑯

𝝆

𝜕𝟐𝒑атм 𝒙, 𝒕

𝜕𝒕𝟐
 

𝒑атм 𝒙, 𝒕  



Математические подходы 

III. Дифференциальные уравнения в частных производных 

ищем функцию от двух переменных 𝝃(x, t) – зависимость 

смещения поверхности воды от координаты и времени  

Его решение: 

𝒑атм 𝒙, 𝒕  
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Математические подходы 

III. Дифференциальные уравнения в частных производных 

ищем функцию от двух переменных 𝝃(x, t) – зависимость 

смещения поверхности воды от координаты и времени  

Его решение: 

𝒑атм 𝒙, 𝒕  
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)vtx(f)t,x(pатм 

Амплитуда и знак (!) 

возмущения на 

поверхности воды 

определяются 

соотношением 

скоростей «v» и «c» 



- амплитуда волн мала/значительна 

- длина волн больше/сопоставима с глубиной 

- учитываем/не учитываем вращение Земли 

 

- вязкая/невязкая жидкость 

- сжимаемая/несжимаемая жидкость 

- однородная/неоднородная жидкость 

 

- учитываем или нет прогиб земной коры под волной 

цунами и искривление гравитационного поля 

- 

- 

 

- \ 

 

 

Точность и сложность математического описание 

волн цунами напрямую зависит от выбранного 

физического приближения  



Спасибо за внимание!!! 


